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Resume. Pour unc application reguliere / : U —> A 1 a source lisse, nous dcfinissons unc fibre dc Milnor 
motiviquc a l'infini et nous la calculons dans le cas d'un polynome de Laurent non degenere pour son polyedre 
de Newton a l'infini. 

Abstract. Given a regular map /:[/-> A 1 on a smooth variety U we define a motivic Milnor fiber at infinity 
and we compute it in the case of a non degenerate Laurent polynomial for its Newton polyhcdra at infinity. 



O ' 1- Introduction 

Soit U une variete complexe lisse et / : U —> A 1 une application reguliere non constante. II existe R > 
■ tel que f : U \ f^ 1 (D(0, R)) — > C \ D(0,R) est une fibration topologiquc localement triviale [10]. Les espaccs 
de cohomologie a support compact H* Q) de la fibre en t sont munis d'une structure de Hodge mixte. 

Steenbrink et Zucker puis M. Saito ont montre comment construire une structure de Hodge mixte limite lorsque 
t tend vers l'infini. Sabbah [11] l'a retrouvee en considerant la transformation de Fourier sur des modules 
convenables sur l'anneau des operateurs differentiels. Le spectre de cette structure limite est un invariant de / 
appele spectre a l'infini pi] (5.4), g] et [8]. 

Pour un morphisme / : X — > A^ avec X lisse et x € / -1 (0), Denef et Loeser [1] et [2] obtiennent le spectre 
| de Hodge-Steenbrink de / en x a partir de la fibre de Milnor motiviquc Sf. x . Guibcrt, Loeser et Merle [5J 
f***. ■ gencralisent Sf, x en construisant une fibre de Milnor motiviquc Sf t u adaptce a un ouvert U de X. Ainsi, en 
regardant la variete U comme ouvert dans une compactification, nous reconsidcrons le problcmc initial du 
psj • point de vue motivique et definissons une fibre de Milnor motivique a l'infini Sj )00 . C'est un invariant 
appartenant a A4^ m (anneau de Grothendieck des varietes au dessus de G m munies d'une action de G m [B], 
[7J. II ne depend pas de la compactification choisie (|2.2[) . Dans le groupe de Grothendieck Ko(SH mon ) des 
structures de Hodge munies d'un automorphismc d'ordrc fini, il sc realise en la classe de la structure dc Hodge 
mixte a l'infini de / p.l|) . II donne ainsi acces au spectre a l'infini de / (|3 . 2|) . Nous lc calculons pour un 
polynome dc Laurent non degenere pour son polyedre dc Newton a l'infini (|4.1j) . 
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e$ • 2. Fibre de Milnor motivique a l'infini 

_ _ i 

Pour les definitions usuelles des anneaux de Grothendieck, des espaces d'arcs et de la mesure motivique /i, 
on pourra se referer a pQ, [6] et [7]. On appelle variete tout C-schema separe reduit de type fini sur C. Nous 
considcrons dans la suite une variete lisse U, unc fonction reguliere f : U —¥ A 1 , l'ouvert U* = U \ / _1 (0) et 
1'immersion j ; A^ — > Pj., an [1 : a]. 

Definition 2.1. On appelle compactification de / tout triplet (X, ix : U — >• X, fx : X — > P 1 ) ou X est une 

variete, ix est une immersion ouverte dominante, fx est une application propre et fx ° ix = j ° f '■ 

Soit (X,i,f) une compactification de /, notons F le ferme X \ i(U*), f la fonction [/( ) : /(i)] et /(°°) la 
fonction |a : x \ X Q — > Ap oil Xq et Xoo sont les varietes f^(0) et f, Q ^(0). Nous travaillons dans l'anneau 

de Grothendieck M x 1 i xG m (( 2 - 2 ) et ( 2 - 2 ) H) des varietes yV (p ^ m) x G m ,cr^ oil a est unc bonne 
action sur V du groupe multiplicatif G m , px est un morphisme a fibres G m -invariantes et p& m est un morphisme 



l 



2 



MICHEL RAIBAUT 



homogene pour Taction a. 

Pour (n, 6) G N* 2 on pose X s n := {<£ G £(X\X ) | ordtf^(if) = n,ord t <p*(l F ) < 5n}. C'est une partie semi- 
algcbrique de l'espace des arcs C(X) de X munie de Taction usuellc dc G m sur les arcs \.<p(t) = <p(Xt) et du 
morphismc ip h-> (ip(0),ac ^/'°°' ) (<p)J J vers x G m , ou ac ^J 1 - 00 ' (y)^ est lc premier coefficient non nul dc la 
serie f(°°>(<p(t)). Considerons alors la fonction zeta motivique Zj (aa) ^.AT) ((3.7) [5]), c'est la serie generatrice 
de la suite des mesures motiviques fj,(X^) definie par 

n>l 

Si la compactification est lisse alors ccttc fonction zeta est rationnelle et Si loo \ := — lira Z\, . ,, T AT) 

element de A4 x m xGm ne depend pas de <5 pour (5 assez grand ((3.8) [6]). Si la compactification est singuliere, le 
lieu singulicr est alors contenu dans le ferme X \ i(U). La meme preuve fonctionne et le resultat est inchangc. 
Pour une variete S, notons ps\ : M^y Gm Mg™, (V ^4 S x G m , er) )->■ (V A G m , cr). Ainsi, 



Theoreme 2.2. S'oii (X,ix, fx) e t (Y,iy, fy) deux compactifications de f. On a 

On note cette valeur Sf y00 £ Mq" 1 et on Vappelle fibre de Milnor motivique a Vinfini de f au sens de 
[BJJ. C'est un nouvel invariant de f que Von peut tenter de calculer a partir de n'importe quelle compactification 
lisse ou non de f. 



3. Lien avec la structure de Hodge mixte limite. 

Soit (X,i,f) une compactification de /. Par ((3.9)[B]), il existe un unique morphisme de ./Vfc-niodulcs 
Sfao : M-x\x ~^ -^x™ xG m ^el 1 ue P our tout morphisme propre p : Z — > X \ Xq avec Z lisse et pour tout 
ouvert dense V de Z, S^([V —> X \X ]) vaut Pi(Sf» .y). On note MHM x \x la categorie abelienne des 
modules de Hodge mixtes sur X \ Xq, Kq(M H M x\x ) I'anneau de Grothendicck corrcspondant vu comme 
A4c-module et ^ ^ le foncteur cycles proches [12) . Par additivite il existe un unique morphisme A^cdineaire 
H ■ M x \x -> Ko(MHM x \x ) tel que pour tout p : Z ->■ X \X avec Z lisse, H([p : Z — > X \ Xq}) est la 
classe [Rp\(Qz)] ou Qz est lc module dc Hodge trivial sur Z (lemme (14.61) [2]). On construit de meme un 
morphisme H : A4 x m xG — > Kq{M H M x on ) ((3.16) [5]) compatible avec Taction de G m et la monodromie. En 
appliquant ((3.17) [5]) et la compatibility des modules de Hodge mixtes avec Timage directe p : X^ — y Spec(C) 
on a avec les notations ci dessus : 



Theoreme 3.1. Pour une compactification (X,i,f) le diagramme suivant est commutatif 



'X\X 



Kg (j\ 



En particulier H(Sf. QO ) = p\(^ taa{Ri\Q,u))- 



La structure de Hodge mixte limite sur if™ (f 1 (t),Q) s'identifie [TT] a la structure de Hodge mixte de 
B.^(f- 1 (oo),'>p 1/f (Ri\Q u )). On obtient ce groupe d'hypercohomologie en prenant le faisceau pervers sous ja- 
cent de p\(^ ^(RvQu)) G D b (M H M]?° e n cC ) ((14.1.1)0 et [12]). Notons $ le morphisme K (MHMf™ cC ) -> 
K {SH mon ) ((6.1)0 et (14.1.1)12]). Par definition ((3.1.2) [T]) la classe de la structure de Hodge mixte limite 
est X)(- 1 ) fe Pc(/ _X ( 00 )) i> 1 ( r ^Qtt))}- Elle est egale a (RhQu))), elle meme egale a $(J3"(5/ >00 )) par 
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(|3.1I) . Le spectre a rinfini est le spectre de la classe de la structure de Hodge mixte limite donne par le spectre 
de Hodge sph : K (SH mon ) -> Z[Q] ((6.1.4) 0). Ainsi, 

Theoreme 3.2. Pour un morphisme non constant f : U — >• A 1 avec U lisse, la classe de la structure de Hodge 
mixte limite a I'infini est <§>(H(Sf t0 o)) et son spectre a I'infini vaut Sp(Sf t00 ) oil Sp = sph o $ o H . 

4. Calcul dans le cas d'un polynome de Laurent non degenere. 
Soit fix) := ^2 a aX a € C[xi, ..,Xd][xi , ..,Xj ], son support supp(/) est l'ensemble {a E N d \ a a ^ 0} 

et son polyedre de Newton a I'infini T_ est l'enveloppe convexc de supp(/) U {0}. On note T les faces de T_ 

ne contcnant pas I'origine. Pour toute face 7 de T_. on note / 7 (a;) le polynome quasi-homogene a a x a . 

067 

Au sens de Kouchnircnko [3], supposons que / est non degenere pour son polyedre de Newton a I'in- 
fini : pour toute face 7 de T, le polynome / 7 est lisse sur G^. Dans P d x P 1 , on choisit la compactification 

X = {([x], [a : 0\) I aP{x)x de9{Q) = /3x d Q e9{P) Q{x)}, avec / : X -> Pj., ([x], [a : /?]) r-> [a : /3] et t : A$ -> X, 
1 4 ([1 : 1], [/(£): 1]) °u / = ^ avec Q monomial, P et Q premiers entre eux et P l'homogeneise de P. 
Comme dans [5], on prouve la rationalite de Z 5 - x , i{ut) {T) sans recours au theoreme de resolution des singu- 

larites d'Hironaka. Dans l'espacc affinc U* = \ /~ 1 (0), on utilise dcs arcs de Laurent <p = ( P ^ ^ dont 

I'origine appartient a X x et verifiant la condition au bord ordtf^iXp) < S ordtf°°<p. Pour ces arcs, Pi(t) est 
une serie formelle inversible et (wj) appartient a f2 = {uj G 7L d \ max{{uj | -)|r_) > 0}. Pour chaque arc, on 
note j(u>) la face de T_ ou la forme lineaire (uj | -)|r_ atteint son maximum. Cette face ne contient pas 0. 
Les arcs sont done classes par les faces de T et pour toute face 7 G T on note C 7 := {uj G fi | 7(0;) = 7}. La 
non degenerescence de / correspond a la lissite des / 7 et permet de mesurer les espaces d'arcs. On obtient alors, 

Theoreme 4.1. Soit f G C[xi, .., x^Wx^ 1 , .., x^ 1 ] non degenere pour son polyedre de Newton T. La fibre de 
Milnor motivique a I'infini de f : Gf n — > A 1 vaut 

om x est la caracteristique d'Euler a support compact et a (7) est une action de G m swr Gf n \/ 7 _1 (0) de la forme 
(7(7) (A, x) = (A~ Wi Xi) auec cj G C 7 . La classe [G~, \/~ 1 (0), /T 1 , c(7)] ?ie depend pas de uj. 

Si de plus le polynome est commode (0 est contenu dans I'interieur du polyedre de Newton alors xi^-y) es t 
nulle pour toute face 7 contenue dans un hyperplan de coordonnees et vaut (—i s j d - d " n h) s i n0 n. 

Par iS.ty) . le spectre a I'infini de f vaut : sp(f) = — x(^-y) $P [/^(l)) M7] 

7er 

oil (/~ 1 (1), /i 7 ) est la variete f~ l (l) munie de Faction de induite par a (7). 

Pour / G C[xi, .., Xd] non degenere pour son polyedre de Newton on obtient une formulc similairc. Pour cela, 
comme dans [7], on stratifie A d en produit de tores et on utilise l'additivite de la fibre de Milnor motivique 
((3.9)[B]). On applique alors le theoreme (|4.ip a la restriction de / a chaque strate. 
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